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摘摘摘摘  要要要要：针对特定场地下土工构筑物的正常使用极限状态，采用近年发展的几何可靠性方法计算了多种构筑物的可靠度指标。
考虑同一场地下的钻孔灌注桩、抗浮锚杆和 CFG 桩单桩加载变形测试曲线的离散性，各曲线回归参数呈现差异并可作为随
机变量，进而探讨了各曲线回归参数间的相关性及联合分布特性。基于这些回归参数的联合发散概率密度等值线，即随机变

量刚好达到极限承载能力状态，该几何可靠性算法可在随机变量的原始空间求得土工构筑物的可靠度指标。通过比对该几何

可靠度指标与常规的一次可靠性算法成果，验证了该几何可靠性计算技术的可行性。计算表明，几何可靠性评价模型实施简

便，易于被工程技术人员接受。 
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Geometric reliability analysis of geotechnical structures at a specific site 
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Abstract: According to the serviceability limit state of geotechnical structures at a specific site, the reliability index of various 
structures is calculated by a newly developed geometric reliability method. At the same site, considering the scatter of the 
load-displacement curves of bored piles, anti-floating anchors and CFG piles, the regression parameters of these curves show 
differences and can be regarded as random variables. The correlations and joint distribution characteristics of the site-specific 
regression parameters are discussed. Based on the joint dispersed probability density contour (PDC) of these regression parameters, 
that is, the random variable just reaches the critical limit bearing capacity state, the reliability index of the geotechnical structure is 
calculated by the geometric reliability algorithm in the original space of the random variable. The feasibility of the geometric 
reliability algorithm is verified by comparing the calculated geometric reliability index with the results by the conventional first-order 
reliability method. The computed results show that the geometric reliability evaluation model is simple to implement and can be 
easily accepted by engineers and technicians. 
Keywords: scatter; probability density; goodness-of-fit; bearing capacity; geometric reliability 
 

1  引  言 

由于土体具有空间变异性，特定场地下设置于

土体中构筑物的多个（或数十个）荷载变形测试曲

线各异，表现出一定的离散性

[1]
。学者们通常首先

将每一测试曲线采用线性或非线性（双曲线、幂函

数或指数函数）回归来拟合，并考虑或假设这些回

归参数间的相关性

[2]
，进而构建场地内多个（或数

十个）回归参数的联合分布来间接地描述曲线之间

的离散性。由此，场地水平下荷载-位移曲线的不确
定性转化为曲线回归参数的离散性来处理，这些参

数组成一个随机向量。若构建关于随机向量的极限
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状态方程，进而可由一次可靠性法或蒙特卡罗

（Monte Carlo）法求解构筑物承载的失效概率。蒙
特卡罗法概念简明，但必须保证足够大的样本数量

来估算失效概率。一次可靠性法（ first-order 
reliability method，简记为 FORM）是目前被工程界
广泛接受的方法之一，它是在随机变量的正态空间

中构建的

[3]
。 

从几何上讲，一次可靠性方法中定义的可靠度

指标是在 n维正则化空间中由坐标原点到临界破坏
面的最短距离

[4]
，该指标亦称为 Hasofer-Lind指标。

Low 和 Tang[5]提出了基于电子表格（微软 Excel）
的优化求解方法。尽管该算法在计算精度上可满足

工程要求，对于可靠性分析中的非正态随机变量，

必须采用当量正态化的方法将非正态随机变量‘当
量’为正态变量[6]

，该变换使得随机分布的尾部特性

不能较好地体现（Robinson，1998）[7]
，这无疑为

可靠性分析带来难以控制的误差。同时，当量正态

化转换也牺牲了算法的直观性和可用性。为改进这

一优化求解算法的实用性和简洁性，Low和 Tang[8]
尝试在常用的 EXCEL 软件中通过内嵌的规划求解
器进行优化实施，且算法无需计算随机变量等效的

均值和标准差。对于非正态分布变量，他们的算法

引入了累积概率分布函数的逆变换以及等效标准正

态分布向量，使得模型参数的物理意义稍欠明晰。 
为更好地在实际工程中推广使用可靠性方法，

学者们致力于在随机变量的原始空间内，定义与解

释可靠度指标

[5, 8-11]
。其中，Low和 Tang[5]进一步将

Hasofer-Lind 指标的几何定义延伸，采用扩张椭球
体的观点重新解释了可靠度指标的几何意义，多被

称为椭球法。国内有些学者将该椭球技术应用于工

程结构物的可靠性评价中

[12-13]
。Winterstein等人[11]

基于一次逆可靠性分析的原理，给出海洋结构物在

满足特定重现期响应下的海况（极端载荷）概率密

度等值线，并建立了环境变量等值线（Environmental 
Contour）法。应指出，该算法在求解环境变量的条
件分布函数及其逆函数时效率较低。然而，这些基

于概率密度等值线的技术与方法在土木工程领域的

成功应用，时刻激励着研究人员借鉴此技术完善构

筑物的概率设计理论。在基于几何可靠性的基本框

架下，若推求出回归参数的联合概率密度（包括参

数化和非参数化）等值线，并在安全域内（达到临

界状态前）得到等值线的最大解，这可直观地定义

几何可靠度指标，并将有效避免当量正态化问题，

也为研究构筑物的可靠性评估提供新的视角。 
因而，Wu[10]进一步拓展了椭球法，这里称作

几何可靠性分析法或基于概率密度等值线（面）的

可靠性分析法。若以两个变量的问题为例，它是将

可靠度指标的几何意义转化为两个几何多边形接触

问题的求解。即将概率密度水平逐步的降低，使得

概率密度等值线（定义为主多边形）逐步扩展，直

至与极限状态线（定义为副多边形）相切（或接触）。

该技术建立在随机变量的原始空间（具有明确物理

意义的空间或称为广义空间）中，概念上直观，涉

及到的极限状态方程曲线、概率密度等值线以及它

们的接触求解均可在 R平台（R Development Core 
Team, 2013；https://www.r-project.org/）[14]

下实时绘

图展现与实施。若将极限状态线和概率密度等值线

进行离散化近似，这使得算法的通用性增强。比如，

各种概率密度等值线，即参数化的和非参数化的联

合密度函数均适用。 
这里，拟将上述几何可靠度指标的直观定义与

概念引入至土工构筑物的承载能力可靠性分析中，

以验证几何可靠性分析技术的可行性与正确性。分

别以京畿地区三个场地（顺义、后沙峪、燕郊上上

城）为例，采用相应土工构筑物（钻孔灌注桩、抗

浮锚杆、CFG桩单桩）的现场加载位移测试数据（共
697组），首先探讨测试曲线的两个回归参数间的相
关性及联合分布特性，进而构建与推求发散的概率

密度等值线，结合承载能力极限状态方程求出几何

可靠度指标。最终，与常规一次可靠性计算成果进

行比对以验证该项技术的适用性。 
2  可靠性算法 

土工构筑物安全性评价中，可靠性算法因考虑

基本设计变量的不确定性，进而克服了传统确定性

安全系数法的缺陷。同时，可靠性分析方法继承了

定值安全系数的概念，通常基于极限平衡原理建立

极限状态方程并求得构筑物的可靠度指标或失效概

率。 
2.1  构筑物的构筑物的构筑物的构筑物的极限状态极限状态极限状态极限状态方程方程方程方程 
对于承载力极限状态(ULS)设计，各种构筑物

的功能函数或极限状态方程可定义为

[2] 
f ult LDg Q Q= −             （1） 

式中： ultQ 为极限承载力； LDQ 为实际（或设计）施

加荷载。 
若构筑物的容许承载力 uaQ 已知，相应的正常

使用极限状态(SLS)设计的功能函数可方便地定义
为 

  f ua LDg Q Q= −              （2） 
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该功能函数表明，当构筑物承受的实际荷载

LDQ 大于容许荷载 uaQ 时认为构筑物失效。 
基于传统安全系数 sF 的定义，设计加荷与承载

能力之间的关系可写为 
un

LD
s

QQ F=               （3） 

式中： unQ 为名义的承载能力。在土工基础设计中
使用名义参数可能更接近其平均效应。 
以正常使用极限状态分析为例，实测的荷载位

移曲线可为构筑物的可靠性评价奠定基础。当给定

容许位移值 aS 时，可由实测数据获得相应于该位移
的容许荷载值 uaQ 。当实测的荷载位移曲线采用幂
函数回归的情况下， uaQ 可表达为 

2
ua 1 a

pQ p S=              （4） 

式中： aS 为容许位移值，可事先给定； 1p 和 2p 分
别是某条加载-沉降曲线幂函数拟合的两个参数之
一。其中 1p 为加载系数，且为正值，其大小取决于
加载水平。 2p 为幂指数，且为非负值；理论上讲，
其值应该小于 1相应于Q与 S呈凸曲线（等于 1时
为Q与 S呈线性关系）。当考虑特定场地下多条测
试曲线时，参数集 1p 和 2p 可视作基本随机变量。 
一旦定义了随机变量，可通过求解极限状态方

程（2），得到构筑物的失效概率（ fp ）或可靠度指
标（ β ）。如Wu[15]指出，可靠度指标可由随机抽样
法、一次可靠性法和几何可靠性法进行求解，且在

R语言平台下更易于实施这些算法。文献[15]基于 R
语言平台给出了这些算法的源代码，便于推广使用。 
2.2  随机抽样随机抽样随机抽样随机抽样算法算法算法算法 
在随机抽样方法中，将基本随机变量的参数对

( 1p , 2p )代入式（4）并导出 uaQ 。重复该过程产生 N
个( 1p , 2p )的 uaQ 样本，最终计算失效概率 fp ，即

NN /f ，其中 fN 为满足 LDua QQ > 的样本数量。如

果方程（2）中的变量是服从正态分布的，则可通过
逆变换，即 )( f

1 pΦ −

−=β ，其中

1−Φ 表示逆标准正
常累积函数，进而得到可靠度指标。如果该函数遵

循对数正态分布，限于篇幅，不再给出可靠度指标

的表达式，读者可参考文献[16]。 
这些参数对( 1p , 2p )可由常规的蒙特卡罗抽样

法或基于 Copula 函数的模拟法（Copula-based 
sampling method，简记为 CBSM）[17]

得到，后者在

实施多种相依特性的联合变量时具有优势。 
2.3  一次可靠性算法一次可靠性算法一次可靠性算法一次可靠性算法 
各种近似数值算法，如简称为 FORM的一次可

靠度方法（Hasofer 和 Lind，1974；Ang 和 Tang，
1990；Phoon和 Kulhawy，2008）[4, 18-19]

。该方法的

理论及计算实施等细节可在相关文献中找到

（Baecher和 Christian，2003）[20]
，此不赘述。 

2.4  几何可靠性算法几何可靠性算法几何可靠性算法几何可靠性算法 
等概率密度演化方法

[10]
（ contour-based 

evolution method，简记为 CBEM）在随机变量的原
始坐标空间内定义了可靠度指标 β。它的数值等于
发散距离 dL（由平均值到设计点）和内核距离 cL（由
平均值到伪设计点）之间的比，也就是 cd / LL=β ，

即分别对应于刚达到临界破坏面的发散概率密度等

值线（probability density contour，PDC）和一倍标
准差 PDC。以二维正态分布空间为例，一个倾斜的
椭圆（由两个随机变量的均值、标准差、以及其相

关系数而定义），按比例扩张直至与临界状态线（由

极限状态方程给定）相切时，椭圆中心（均值点）

到相切点（亦称为设计点）的距离为发散距离 dL 。
均值点与设计点的连线与一倍标准差相应的椭圆

（或核概率密度等值线）相交，交点为伪设计点，

由均值点到伪设计点的距离为核距离 cL ，如图 1所
示。可见，发散 PDC 相应于 β倍的标准差椭圆。
若两变量间的相关系数发生变化，椭圆的倾向亦会

发生偏转。事实上，该算法容易推广应用到任何二

维非正态空间中，比如，采用灵活的关联函数

（Copula）法构建概率密度表达列式，该函数可用
于构造多种相依结构的二元联合分布

[10, 17, 21]
。具体

的要点拟在下面给出。 
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图图图图 1  概率密度等值线和可靠度指标的几何定义概率密度等值线和可靠度指标的几何定义概率密度等值线和可靠度指标的几何定义概率密度等值线和可靠度指标的几何定义 

Fig.1 Probability density contours and a definition of the 
geometric reliability index 

 
应指出，在 CBEM中，单倍标准偏差椭圆是用

于定义核距离 cL 。若两个随机变量不服从正态分布
时，这一椭圆与相应的非参数化核密度定义的轮廓
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有差异，这会导致可靠度指标的某种高估或低估。

考虑到椭圆模式多与工程系统的均值状态相一   
致

[10]
，且该模式在定义几何可靠度指标时的简便

性，这里被采用。 
3  几何可靠性分析中的几个要点 

以土工构筑物荷载−位移非线性响应的不确定
性为研究对象，在几何可靠性算法中，随机变量（响

应曲线回归参数集）间的最优联合分布、PDC的确
定、极限状态线的定义是求解可靠度指标的关键环

节。 
3.1  最优分布拟合的最优分布拟合的最优分布拟合的最优分布拟合的检验检验检验检验方法方法方法方法 
通过 R 语言平台[14]

，调用包‘fitdistrplus’ [22]中
的 fitdist 函数分别对几个常用边缘分布概型
（Gaussian 或 Normal，Log-normal，Gamma，
Gumbel，Weibull）来实现概率密度检验。 
在预估边缘分布参数的基础上，调用包

‘copula’[23]中的 fitcopula 函数分别对几个常用联合
分布概型（Gaussian 或 normal，Clayton，Frank，
Gumbel）来实现拟合检验。 
无论最优边缘分布还是联合分布，均可通过

AIC信息准则（Akaike Information Criterion）[24]
来

选择最佳匹配概型。该准则中的 AIC值可写为： 

( )AIC 2ln 2L s= − +%             （5） 

式中： L~ 是拟合模型的似然函数最大值， s是模型
参数的总数（在本研究中边缘分布时 s=2，联合分
布时 s=1）。具有最小 AIC 值的概型为最优统计模
型。 
3.2  概率密度等值线的确定概率密度等值线的确定概率密度等值线的确定概率密度等值线的确定 
由前述可知，在几何可靠性算法实施中，概率

密度等值线 PDC 在安全域内发散的程度便可定义
几何可靠度指标。常概率密度轮廓线，即二元联合

置信区域可由非参数核密度估计

[25]
确定，这一曲线

包络了特定百分比 %100-1 ×）（ α 的样本在内。任意

置信水平下的 PDC均可由 R语言’emdbook’包[26]
中

的 HPDregionplot 函数[27]
方便地构造。随着置信水

平的提高，PDC的区域面积逐步增加。相对于不发
生变化的极限状态几何构型，该等值线将在几何可

靠度指标求解过程中发生改变，这里称为主多边形。

而下述的极限状态线因在求解过程中不发生改变将

称为副多边形。 
若 PDC被离散成多个顶点的连线，无论这些顶

点被连接成什么形状，它们的轮廓都是近似的。但

随着顶点数量的增加，轮廓线将无限逼近实际的

PDC形状。这种离散化体现了采用各种回归参数输
入形式（比如，参数或非参数联合分布）的灵活性。 
3.3  极限状态线的极限状态线的极限状态线的极限状态线的定义定义定义定义 
极限状态线可由显式或隐式表达的极限状态

方程通过变动参数分析得到

[28]
。当有两个随机变量

的情况下，需要将其划分为若干组合。比如，随机

变量 1p 的大小不同，特定位移下构筑物的荷载容许
值 uaQ 不同，进而与承受的实际荷载 LDQ 的比值 sF
各异，对于随机变量 2p 也是这样。假如将变量 1p 划
分为 n个等级（且 ni ,...,1= ），而将变量 2p 划分为m
个等级（且 mj ,...,1= ），这样共有 mn× 个组合。在

某一特定的变量

ip1和变量
jp2 下，求解其容许值

jiF ,
s ，这也就意味着要进行 mn × 个组合运算。同样

地，计算其它变量组合下构筑物的安全系数值 sF 。
从而可将各种变量组合下构筑物的安全系数值 sF
绘制成一条曲线（或一个曲面），简记为

),( 21s ppfF = ，也可由三元组表征 ),,( ,
s21

jiji Fpp 。

该极限状态曲线的确定可采用 R 语言中的通用
contour ),,( s21 Fpp 函数来实施。图 2 给出当安全系
数值 sF 分别设定为 0.5、1.0、1.2、1.5、2.0 和 3.0
时的极限状态线。当 sF 取为 1.0时，图中交叉符号
示意了极限状态线上的十个离散点。因该曲线构建

于随机变量的物理空间中，它可直观地展现在各种

变量组合工况下构筑物的安全性态。 
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图图图图 2  极限状态线的确定示意极限状态线的确定示意极限状态线的确定示意极限状态线的确定示意 

Fig.2 Illustration of the limit state curve 
 

3.4  算法实施算法实施算法实施算法实施 
主副几何多边形（构型）的离散化近似并不限

于一些规则的几何体，这一技术使得几何可靠性算

法具有广泛的适用性。扩散的 PDC（主构型）逐步
扩展，直到与极限状态曲线（副构型）相切（或刚

好相交）。具体的相交算法可以采用两种技术实施：
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其一，采用 R包'ptinpoly'[29]中的 pip2d（vertices2d，
Queries2d）函数来判断一个点是否在多边形内（即
相交）。PDC的离散顶点组成一个多边形（主构型，
可定义变量 vertices2d），遍历极限状态曲线（副构
型，可定义变量 Queries2d）的离散点来实现相交判
断。一旦相交，该函数值将返回为真。其二

[10]
，采

用 R包'gpclib'[30]中的 gpc.poly函数可以实现多边形
裁剪算法，即通过判别主副构型的交叉面积来确定

相交点，一旦交叉面积大于零即返回交叉点。因前

一种包含测试的算法可以在两变量和三变量情况下

都是适用的，本研究中被选用。 
几何可靠度指标度量了回归参数概率密度与

极限状态函数之间的偏差。计算所需可靠度指标的

有效精度与 PDC的发散增量大小（概率密度水平变
化量）有关，它同时也决定了算法的收敛速度。此

外，将主副几何构型离散化为具有一定数量顶点的

多边形，比如 100至 200个，离散顶点的个数也会
影响算法的求解速度。笔者结合数十个算例的计算

表明，该算法均可在数秒内完成两变量可靠度指标

的求解。 
4  特定场地下荷载变形数据 

土工构筑物通常与其周围土体共同形成承载

体。由于土体受到地质成因、应力历史、沉积结构、

颗粒组成和化学矿物等多种因素的影响，同一场地

下构筑物的响应特性也会表现出较大的不确定性。

以下给出北京市建设工程质量第一检测所地基室近

年来完成的京畿地区三个场地（钻孔灌注桩、锚杆、

CFG桩单桩）的荷载变形测试成果[31]
。文献[31]综

合分析了特定场地下荷载变形曲线的离散性，特别

探讨了给定荷载下变形量值的概率密度分布和给定

变形下荷载量值的概率密度分布。在本项研究中，

仍以这些测试数据为例，重点探讨回归参数间的联

合概率分布特性。 
这里采用两参数回归形式（双曲线或幂函数），

对测试数据进行幂函数和双曲线拟合，进而求出相

应的回归参数。当采用幂函数拟合时，荷载−位移
关系可由前述方程（4）给出。当采用双曲线拟合时，
包含两个回归参数参数 1h 和 2h ，其荷载−位移曲线
可写为： 

1 2 *
SQ h h S=
+

           （6） 

式中： S 为位移量，单位为（mm）；Q 为荷载值，
单位为（kN）； 1h 和 2h 是双曲线拟合参数的荷载位

移曲线。这些曲线拟合参数在物理上是有意义的，

1h 和 2h 倒数分别等于初始斜率和渐近值。 
4.1  钻孔灌注桩钻孔灌注桩钻孔灌注桩钻孔灌注桩 
钻孔灌注桩竖向抗压承载力检测项目位于北

京市顺义区南法信镇，依据基桩检测规范

[32]
，共进

行了 23个荷载沉降测试。该场地岩土勘探深度达到
35 m，按地质成因和沉积年代，地层可依次划分为
人工堆积层、新近沉积层和第四纪全新世冲洪积层。

地下水埋深 3.3～6.7 m。这些桩的桩径为 500 mm，
有效桩长为 29 m，最大测试加载均为 3 800 kN。经
该桩基处理后的地基用于办公、展厅、仓储三位一

体的两层物流商务设施的基础。 
图 3由左至右依次给出：（A）荷载沉降测试曲

线、（B）双曲线回归参数 1h 和 2h 散点图、（C）幂
函数回归参数 1p 和 2p 散点图。这里假设每个测点的
曲线在该场地下是统计独立且同分布的。由图 3(a)
可见，每一条测试曲线均呈非线性关系，即随着位

移的增加承载力的变化梯度有所减缓。由图 3(b)和
图 3(c)可以看出，回归参数间均呈现负相关特性。
即随着其中一个参数值的增加，另外一个参数的量

值减小。 
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图图图图 3  顺义场地灌注桩的荷载沉顺义场地灌注桩的荷载沉顺义场地灌注桩的荷载沉顺义场地灌注桩的荷载沉降降降降、、、、双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函

数回归参数的数回归参数的数回归参数的数回归参数的散点散点散点散点 
Fig.3 Bored piles at Shunyi site: (a) load settlement curves; 
(b) scattered hyperbolic regression parameters; (c) scattered 

power law regression parameters 
 
4.2  抗浮抗浮抗浮抗浮锚杆锚杆锚杆锚杆 
锚杆抗拔承载力检测项目位于北京顺义区后

沙峪村，共计完成了 620个荷载位移测试。场地的
地质条件与前述钻孔灌注桩的类似。由于该场地具

有较高的地下水位，为有效解决地下停车场的抗浮

稳定问题，设置了大量抗浮锚杆并对其中的百分之

五进行检测。这些锚杆的长度均为 7 m，采用拉杆
配筋 1根 HRB400，钢筋直径为 22 mm，钢筋截面
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面积 SA 取为 380.1 2mm ，最大测试加载为 93 kN。 
图 4(a)给出其荷载位移测试曲线。由图可见，

这些加载−位移曲线各不相同，且随着沉降的增加，
曲线的离散程度加大。这些曲线间的离散性是由于

注浆体与土体间剪切强度的不确定性所致。需要指

出，由于锚杆相比灌注桩和 CFG桩单桩具有更高的
刚度和强度，因此测得位移量值较小。图 4(b)和图
4(c)分别给出这些测试曲线由双曲线与幂函数回归
而得到的参数散点分布。由图可见，回归参数间具

有明显的负相关性。 
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图图图图 4  后沙峪场地锚杆的荷载位移后沙峪场地锚杆的荷载位移后沙峪场地锚杆的荷载位移后沙峪场地锚杆的荷载位移、、、、双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函双曲线回归参数及幂函

数回归参数的数回归参数的数回归参数的数回归参数的散点散点散点散点 
Fig.4 Anti-floating anchors at Hou Shayu site: (a) load 
settlement curves; (b) scattered hyperbolic regression 

parameters; (c) scattered power law regression parameters 
 

4.3  CFG桩单桩桩单桩桩单桩桩单桩 
CFG 桩单桩竖向静载检测项目位于河北燕郊

上上城，共计完成 54个荷载沉降测试。该场地以粘
性土为主，它由超固结颗粒、裂隙粘土和相对一致

的地质沉积而形成。地下静水位埋深约在 17.1 m左
右。平均桩长 24.81 m，桩径为 450 mm，最大测试
加载平均值为 2 031.78 kN。经该桩基处理后的地基 

 
用于二十余层的民用板楼基础。 
图 5(a)给出该场地加载沉降测试曲线。可以看

出，该场地的加载−位移曲线也存在较大的不确定
性，且随着沉降的增加，曲线的离散性越显著。图

5(b)和图 5(c)分别给出双曲线回归参数及幂函数回
归参数的散点分布情况。可以看出，两类回归形式

的参数间均具有负相关特性，且幂函数回归的相关

性更为显著些。 
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图图图图 5  燕郊场地燕郊场地燕郊场地燕郊场地 CFG桩桩桩桩单桩的荷载沉降单桩的荷载沉降单桩的荷载沉降单桩的荷载沉降、、、、双曲线回归参数双曲线回归参数双曲线回归参数双曲线回归参数

及幂函数回归参数的及幂函数回归参数的及幂函数回归参数的及幂函数回归参数的散点散点散点散点 
Fig.5 Single piles of the CFG pile composite foundation at 

Yanjiao site: (a) load settlement curves; (b) scattered 
hyperbolic regression parameters; (c) scattered power law 

regression parameters 
 

前述各场地土工构筑物的最大荷载和最大沉

降的均值和标准差以及桩径、桩长的均值和标准差、

曲线回归参数间相关系数（包括Pearson相关系数 ρ
和 Kendall相关系数τ ），如表 1所列。由这些相关
系数值可以看出，回归参数间均呈负相关，且锚杆

场地相关系数的绝对值最大。 

表表表表 1  各场地土工构筑物各场地土工构筑物各场地土工构筑物各场地土工构筑物荷载荷载荷载荷载位移位移位移位移曲线曲线曲线曲线回归参数回归参数回归参数回归参数间间间间相关系数相关系数相关系数相关系数 
Table 1 Correlation coefficients between regression parameters of load-displacement curves of geostructures at each site 

场地 测试 
数量 

桩长 D/m 桩径 B/mm 最大位移量 Smax /mm 最大荷载 Qmax /kN 双曲线（h1、h2） 幂函数（p1、p2） 

均值µ 标准差σ 均值µ 标准差σ 均值µ 标准差σ 均值µ 标准差σ 相关 
系数ρ 

相关 
系数τ 

相关 
系数ρ 

相关 
系数τ 

灌注桩 23 29 0 500 0 7.31 0.97 3 800 0 −0.45 −0.27 −0.52 −0.29 
抗浮锚杆 620 7 0 22 0 4.17 0.17 93 0 −0.84 −0.64 −0.80 −0.60 

CFG桩单桩 54 24.81 0.9 450 0 16.45 3.5 2 031.78 40.63 −0.17 −0.15 −0.60 −0.42 

 

5  成果分析 

5.1  最优边缘分布最优边缘分布最优边缘分布最优边缘分布 
各场地的双曲线回归参数 h1和 h2以及幂函数

回归参数 p1和 p2可以分别看作一个随机变量，若它

们服从候选两参数分布概型（包括正态（Normal）、
对数正态（Log-normal）、伽玛（Gamma）、耿贝尔
（Gumbel）、和威布尔（Weibull））时，计算得到的
相应 AIC值，如表 2所列。可看出，最优分布并不
总是服从正态，尽管各分布相应AIC量值相差不大。 
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各场地回归参数若服从最优分布的情况下，表

3 给出这些分布中两个参数的具体值。表中同时给
出假定服从正态分布的情况下参数值，包括均值 µ
和标准差σ 。 
尽管幂函数和双曲线模型都适用

[17]
于这些荷

载沉降曲线的回归拟合，考虑到双曲线回归参数的

数量级过小，幂函数模型获得的回归参数在数学上 
表表表表 2  各场地各场地各场地各场地回归参数回归参数回归参数回归参数服从多种服从多种服从多种服从多种分布下的分布下的分布下的分布下的 AIC值值值值 

Table 2 AIC values for various distributions of regression 
parameters at each site 

土工

构筑

物 
分布类型 

双曲线回归 幂函数回归 
h1 h2 p1 p2 

灌注

桩 

正态（Normal） −330.67 −429.94 280.30 −69.82 
对数正态

（Log-normal） −331.90 −428.64 281.13 −70.06 

伽玛（Gamma） −331.65 −429.27 280.74 −70.01 
耿贝尔

（Gumbel） 217.17 217.07 1 451.86 219.65 

威布尔

（Weibull） −179.08 −248.91 285.12 −67.02 
      

抗浮 
锚杆 

正态（Normal） −5 956.44 −7 647.42 2 484.74 −2 435.01 
对数正态

（Log-normal） −5 957.73 −7 636.85 2 486.65 −2 437.91 

伽玛（Gamma） −5 958.50 −7 642.19 2 485.56 −2 437.34 
耿贝尔

（Gumbel） 5 769.32 5 753.57 2 596.35 −2 387.07 

威布尔

（Weibull） −5 874.77 −7622.13 2 554.50 −2 346.48 
      

CFG
桩单

桩 

正态（Normal） −606.99 −905.72 567.21 −129.37 
对数正态

（Log-normal） −609.49 −886.80 565.94 −132.51 

伽玛（Gamma） −609.10 −894.79 566.02 −131.60 

耿贝尔

（Gumbel） 504.87 504.24 569.15 −135.03 

威布尔

（Weibull） −601.10 −807.63 571.01 −103.79 

注：表中下划线加粗字体为最优分布的 AIC值。 
更易于处理。因此，如下仅以幂函数模型为例进行

分析。在原始物理空间中进行有关回归参数的其它

文献

[2, 21]
中也给出采用幂函数回归模型更合适。 

5.2  最优联合分布最优联合分布最优联合分布最优联合分布 
通过拟合优度检验求得多种备选 Copula（包括

Normal、Clayton、Frank和 Gumbel Copula）函数的
最大似然值，进而得到相应的 AIC值，如表 4所列。
采用两步极大似然估计法

[33]
可得到 Copula 模型参

数。由表中给出的 AIC值可以看出，normal Copula
均是这些场地的最优联合分布函数。 
应指出，表中 Clayton，Gumbel Copulas参数中

的反斜杠表示该参数是通过一个变量取负值来实现

回归参数间正相关后计算得到的。 
5.3  各场地最大加载值的确定各场地最大加载值的确定各场地最大加载值的确定各场地最大加载值的确定 
对于静态轴向载荷试验，多用于灌注桩和 CFG

桩单桩等桩型，其载荷逐级增加到其最大加载值

LDQ 。最大施加载荷多由上部结构的设计工程师推

荐，其值根据上部结构的特定载荷组合估算。例如，

垂直载荷可由结构的重量（静载）和地震活动（活

载）组成。这些数据也是桩基设计所必需的。一旦

每根桩的加载值确定，场地内所有桩最大加载的统

计值（平均值和标准差）即可得到。 
 

表表表表 3  各场地回归参数服从各场地回归参数服从各场地回归参数服从各场地回归参数服从正态与最优分布正态与最优分布正态与最优分布正态与最优分布时时时时的模型参数的模型参数的模型参数的模型参数 
Table 3 Marginal parameters of the normal and best-fitted distributions to the regression parameters at each site 

分布类型 土工构筑物 
双曲线回归 幂函数回归 

h1 h2 p1 p2 
参数 1 参数 2 参数 1 参数 2 参数 1 参数 2 参数 1 参数 2 

正态分布 
灌注桩 11.61-e04 1.68-e04 1.06-e04 0.19e-04 893.29 98.25 0.74 0.05 
锚杆 0.02 19.78-e04 48.62e-04 5.06e-04 36.01 1.79 0.68 0.03 

CFG桩单桩 46.85e-04 8.45e-04 2.03e-04 0.53e-04 275.94 44.52 0.73 0.07 
          

最优分布 
灌注桩 −6.77 0.14 1.06e-04 0.19e-04 893.29 98.25 −0.30 0.07 
锚杆 150.55 6201.25 48.62e-04 5.06e-04 36.01 1.79 −0.38 0.05 

CFG桩单桩 −5.38 0.18 2.03e-04 0.53e-04 5.61 0.16 0.70 0.05 
  

表表表表 4  AIC和最优联合分布的模型参数和最优联合分布的模型参数和最优联合分布的模型参数和最优联合分布的模型参数 
Table 4 AIC values and model parameters of the best-fitted copulas 

Type 
AIC Copula参数 

Normal Clayton Frank Gumbel Normal Clayton Frank Gumbel 
灌注桩 −5.08* −3.71 −2.53 −3.17 −0.51 \0.65 −2.70 \1.39 
抗浮锚杆 −614.53* −428.86 −570.58 −598.52 −0.79 \1.52 −7.33 \2.29 

CFG桩单桩 −17.69* −8.80 −17.61 −16.13 −0.55 \0.42 −4.20 \1.62 
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对于抗浮锚杆而言，其极限抗拔承载力 unQ 可

表达为： 
un pt SQ f A= ×             （7） 

式中： ptf 为锚杆杆体的抗拉强度标准值（ kPa），
可取为 400 kPa； SA 为截面面积（

2mm ）。 unQ 的值
可被认为是在现场锚杆所受拉（或压）力最大值

maxQ 的统计平均值。进而由式（3）可求得 LDQ 。 
本研究中，除非特别说明，桩的安全系数 sF 设

置为 3（Phoon 和 Kulhawy，2008）[19]
，而锚杆的

安全系数 sF 设置为 2[34]。 
5.4  各场地的可靠度指标各场地的可靠度指标各场地的可靠度指标各场地的可靠度指标 
采用几何可靠性法可以计算得到各场地的可

靠度指标，如表 5所列。在各场地的计算中，为验
证几何可靠性法的正确性，这里采用常规的一次可

靠性 FORM法对这些场地的计算成果进行校验。由
表 5中给出的可靠度指标可看出，当采用双变量正
态联合分布时，两种计算方法得到的计算成果较为

接近。这从侧面说明，几何可靠性方法在分析构筑

物承载特性上具有一定的精确性。 
以下结合各场地进行详细描述。 
 
表表表表 5  各场地不同构筑物的相应可靠度指标各场地不同构筑物的相应可靠度指标各场地不同构筑物的相应可靠度指标各场地不同构筑物的相应可靠度指标 

Table 5 Computed reliability index of geotechnical 
structures at each site 

构筑物类型 
双变量正态联合

分布时采用

CBEM 
最优拟合联合分

布时采用CBEM 
双变量正态联合分

布时采用 FORM 

灌注桩 6.82 6.84 6.83 
抗浮锚杆 7.32 7.29 7.27 

CFG桩单桩 5.04 5.18 5.06 

 
5.4.1 灌注桩 
图 6给出灌注桩场地由CBEM方法定义的可靠

度指标。假设当回归参数对服从双变量正态分布的

情况下，该图中的小虚线椭圆和大虚线椭圆分别表

示单倍标准偏差椭圆和刚达到临界破坏面的 PDC，
二者的轮廓定义了可靠度指标。其中最粗的实线为

边界线，设计点与伪设计点被标示，其它线在图中

均有标注（下同）。可见，几何可靠性算法中对于可

靠度指标的定义是透明的。计算实施和图形绘制均

在 R语言平台下进行，且定义在两个回归参数的原 
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图图图图 6  顺义场地灌注桩的顺义场地灌注桩的顺义场地灌注桩的顺义场地灌注桩的发散发散发散发散 PDC和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠

度指标的几何解释度指标的几何解释度指标的几何解释度指标的几何解释 
Fig.6 Bored piles at Shunyi site: geometric interpretation of 

the dispersed PDC and the definition of the geometric 
reliability index for the copula used to best fit the observed 

data 
始物理空间中。由此，工程技术人员可直观地掌握

联合分布的特征、随机变量分布与桩基础的安全度

的联系。图中同时给出当回归参数对服从最优联合

分布时得到的发散 PDC 和相应的几何可靠度指标
示意。由于发散的最优联合分布与双变量正态分布

的 PDC较为接近，因此，二者计算得到的可靠度指
标较为接近。 
5.4.2 锚杆 
图 7给出锚杆场地由CBEM方法定义的可靠度

指标。图中同时给出双变量最优分布时定义可靠度

指标的情况。可看出，无论是双变量正态分布的还

是最优联合分布的发散 PDC，所形成的图形与临界
线接触点基本是一致的。这是由于该场地回归参数

的最优联合分布与双变量正态分布较为接近所致。 
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图图图图 7  后沙峪场地锚杆的后沙峪场地锚杆的后沙峪场地锚杆的后沙峪场地锚杆的发散发散发散发散 PDC和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠和使用最佳拟合的可靠

度指标的几何解释度指标的几何解释度指标的几何解释度指标的几何解释 
Fig.7 Anti-floating anchors at Hou Shayu site: geometric 
interpretation of the dispersed PDC and the definition of 

the geometric reliability index for the copula used to best fit 
the observed data 
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5.4.3 CFG桩单桩 
图 8给出 CFG桩单桩场地由 CBEM方法定义 
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图图图图 8  燕郊场地燕郊场地燕郊场地燕郊场地CFG桩桩桩桩单桩的单桩的单桩的单桩的发散发散发散发散 PDC和使用最佳拟合的和使用最佳拟合的和使用最佳拟合的和使用最佳拟合的

可靠度指标的几何解释可靠度指标的几何解释可靠度指标的几何解释可靠度指标的几何解释 
Fig.8 Single piles of the CFG pile composite foundation at 
Yanjiao site: geometric interpretation of the dispersed PDC 
and the definition of the geometric reliability index for the 

copula used to best fit the observed data 
的可靠度指标。图 8中还给出最优联合分布情况下
的计算成果。可见，相应的发散 PDC轮廓较不规则，
这是由于最优边缘分布（p1服从对数正态和 p2服从
耿贝尔）均与正态分布有差异所致。双正态分布与

最优分布情况下得到的设计点相距较远，求得的可

靠度指标也有较大差异。在双正态分布情况下的可

靠度指标比最优分布时的量值小。 

6  讨  论 

6.1  与椭球与椭球与椭球与椭球法的异同点法的异同点法的异同点法的异同点 
建议的几何可靠性算法是对已有的 Low 和

Tang提出的椭球法拓展，并在 R平台下完成了可靠
度指标的图形展现。需要强调的是，两种算法在可

靠度指标的定义上是有差异的。在椭球法中，若为

两变量问题，几何可靠度指标定义为轴径比，即发

散轴径与核心轴径之比，这里发散轴径由发散的椭

圆定义，而核心轴径由核心椭圆（一倍标准差椭圆）

定义。而这里建议的算法中，几何可靠度指标定义

为距离比，即发散距离 dL 与核心距离 cL 之比，这里
发散距离 dL 与发散的概率密度等值线（PDC）有关，
为均值点至设计点的距离；核心距离 cL 与核心椭圆
有关，为均值点至伪设计点之间的距离。因而，椭

球法中的轴径比被取代为本文算法中的距离比，这

是两种算法在几何可靠度指标定义上的不同点。显

然，当发散的 PDC亦为椭圆（相应于双正态联合分
布）这种特殊形式时，二者在可靠度指标定义上无

异。事实上，建议的算法，因允许发散的 PDC为任
意几何形状（相应于非正态联合分布或非参数化的

联合分布），具有更为广泛的适用性。 
6.2  与随机模拟法的简单比较与随机模拟法的简单比较与随机模拟法的简单比较与随机模拟法的简单比较 
与普通的随机抽样算法相比，建议的方法在解

决低失效概率水平下可靠度指标的求解方面具有优

势。当然，近年学者们发展了高效的随机抽样算法，

比如子集模拟法（Au和 Beck，2001）[35]
，将总的

样本计算量大幅降低。与子集模拟法相比，建议的

算法更侧重于可靠度指标的表达与求解，即使对于

极低失效概率水平的问题，相应的计算效率基本不

受影响。况且，建议的几何可靠性算法给出了极限

状态线和可靠度指标的直观展示策略，这可为岩土

工程师理解和使用概率设计技术开辟一个新的途

径。 
6.3  算法的局限性算法的局限性算法的局限性算法的局限性 
建议的算法目前仅适用于二维和三维随机变

量的情形，高维问题因存在几何直观表达上的困难

将是该算法的明显不足之处。对于极限状态方程为

高度非线性的构筑物，使用该算法在准确定义并求

解可靠度指标时需要进行更为精细的离散化近似处

理。在使用 Copula联结函数定义 PDC及可靠度指
标推求中，需借助于功能强大且开源的 R语言平台
提供的程序包，这或许成为工程技术人员推广与使

用该算法的一个障碍。 
7  总  结 

结合京畿地区三个典型场地下的荷载位移测

试成果，构建了回归参数集的联合概率密度等值线，

并推求了正常使用极限状态线，进而得到各场地的

几何可靠度指标。计算成果与常规的一次可靠性算

法的结果大体一致，这说明几何可靠性算法在进行

土工构筑物概率评估时是可行的。 
几何可靠性算法因架构于随机变量的原始空

间中，基本概念清晰，物理意义直观，这将会促进

工程技术人员深刻领会可靠性理论并将其付之于实

践。该算法不需要将非正态随机变量的当量正态化

过程，并可采用 Copula联结函数构建各种随机变量
间的相关结构，由此建立的可靠性模型具有较高精

度和拟合能力。应强调，该算法受限于在基本随机

变量的低维空间中，即二维或三维。尽管这并不影

响其在本研究中两个回归参数空间下的推广应用。 
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